Arithmétigue

Exercicel
1. Montrer que (O(a,b)0Z%):a0b=1= aOb(a+b) =1
2. Soienk,y O IN" tels que x(43-x) =y(x+y) .onposexCy=d , x=dx , y=dy
a) Montrer quex'/ d

b) On pose :% . Montrer que a (xX?+x'y'+y?) =43 et en déduire que=1

3. Résoudre dangN "’ 'équation x(43—-Xx)=y(x+y) .
Exercice 2

SoientkO/N" ; A=9(k+3); B=4k ; d=A0B

1. Montrer qued/108.

2. Déterminer les valeurs de k pour les qeetle a : a) 2 ne divise pas d

b) 3 neise pas d
3. Soit k=2+6m
a) Montrer que d=1 Ré¢soudre dan<Z’ I'équation Ax - B y =108

Exercice3

OnposeA, =6n°-n*+2n+2 ; B, =2n-1; C_=2n*+n-5. n étant un entier
relatif tel que les nombres\, , B C, soient non nuls .

n !

1. a) Montrer que :A, OB, =(n+1)07 . b) déterminer suivant les valeurs dein B,
2. a) Montrerque :C, 0B, =B, 06 . b) déterminer suivant les valeursde B,
Exercice4

1. Soienta,b0IN . Montrer que:allb=1 = (a+2b)0(3at+ 5b)=1

a+2b)(3a+5b)=12"

2. Résoudre daridl * le systém ( X )
ab=2(allb)

Exercice5
Soienta,b,c,d0 IN
1. Montrer queald(ba =a et dJ(hb] a= ¢ .
2. Montrer que sialb =1 alors all(bc)=allc et dl(bg= b & Xx.
3. Montrer que(a® +b?) O(ab) = (ad b*?
4. Montrer queallb =(a+b)d(alb

Exercice 6
Soienta,b, m, nd IN

1. Montrer que (a=b[n] et d/ n)= & § {
2. Montrer que (a=b[njet a=H n}) = & b n0 |
3. En déduire que si= a5[5] alors a et & ontla méme unité dans leur écriture en base 10 .

Exercice7
Soitn >5 un entier .

1. On suppose qu'il existe un entier naturéehgque(n -1)+1=n"
a) Montrer que n est un impaire . b) Montrer que (n -1)* / (n-1)!
c) Montrer que (n—=1) / m d) En déduire qua™ > (n-1)+1
2. Montrer qu’il n’existe pas d’entiers natise¢el que : (n—-1)+1=n"



Exercice 8
Soit nOIN"-{1} .Onpose M =2"-1
1. Montrer que siM , est premier alors est aussi premier .
2.Soientp , q O IN"-{3} telsque:pOq=1
a) Montrer que (x,y)OIN?): px-qy=1
b) Montrer que : (2" -1)-2(2% - 1)=1
c) En déduire que :M O M =1

Exercice9
On considére dankN ? I'équation x*+3=2" . Soit(x,y) une solution de cette équation .
1. Montrer que x est impaire . 2. Montrer quex? =1[g] .

3. En déduire les solutions de cette équation .

Exercice 10

On considére dang/V?® I'équation (1) : x*>+2y?=z?

1.a) Montrerque (Om, nOIN) : n*/ = m/ r .
b) Montrer qu’il suffit d’étudier le casio x[C y=1 .

Dans la suite on suppose que_ y=1 dans I'’équation (1) .

2. a) Montrer que dix, J, 2 est solution de I'équation (1) alors x et z siompaires et y paire .
b) On posed=(z- Y C(z+ ¥ . Montrer que d est paire et en déduire gue 2 .

c) Montrer que si° = bc et cC b=1 alors il existe b’ et ¢’ tels queb = 4% et c=c? .
3. Soita et SOIN telsque 3—-x=2a et 3—-x=2a .

Montrer que a ou B est paire , en déduire les solutions de I'équafib) .
Exercice1l
Pour toutnOIN" on posex, =2" -1 .

l. 1. a) Montrer que(nOIN") : X, =2X +1
b) En déduire que(@nOIN") : x ., Ox, =1
2. a) Montrer que :n= 0[6] = X = 0[9] ( Remarquer que :2° =1[9] )
b) En déduire qu'il existe une iitnde nombresnJIN” tels quenC x, #1 .
3. a) Montrer que(d(n,M TIN?) : n/m=Xx_/X_
b) Soientm , nO IN™ . Montrer que si r est le reste de la divisionl&lienne de m sur n
alors x, est le reste de la division euclidiennexe sur x, . ( Remarquer que :2" = :I.[xn] ).
c) Endéduire queX, L X, =X, LX .
d) Montrer en utilisant I'algorithend’Euclide que (O(mn)OIN?) @ x. OX, = X,
Il. Dans la suite en veut monter quglk O IN")(O D{l2,3, ..... 2k}) 12k +1/ %
On suppose le contraire ¢.a. @Ck OIN")(0i 0{123......2k}) : x, # 0[2k +1]
Et soit R le reste de la division euclidienne xle par 2k +1 .
1. Montrer que :(0i 0{1,23,.....2k}) :1< R < 2k .
2. a) Montrer que x, = 2k[2k +1] = 2' =0[2k +1]
b) En déduire que (0i 0{1,23,.....2k}) : R # 2k .
3. Montrer que les resteR sont distincts deux a deux .

4. Conclure .
Exercicel2

1. Soita,b,ddIN" . Montrer qued =alb = ({u,v)O IN) : d= au- b\
1. Soientn, n, pO0 IN" tels que2" =1[p] et 2"'=1p| . Montrer que2" " =1[p]| .



Exercicel3
1. Soient a,b,c0Z telque :allb=1.trouver un nombre tel que :(a+bx)Oc=1

2. Résoudre darg® I'équation  (aOb)+(adb)= b+9

3. On suppose ici que a divise b . Montrer qué [c = (allc) {L DE}
allc a

et (aDc)E:(ch){L DE}

a allc a

Exercice 14

Dans le systeme de numération de base a, on donne

I'écriture des naturels x, y et z :

X =111,y =114 et z =13054.

1) Ecrivez dans ce méme systéme de numératioati@®ls x + y et X + z.
2) Déterminez a sachant que z est le produit deyx e

Exercice 15

On veut déterminer les chiffres x, y et z pour

lesquels xyiz = xyz(.

1) Quelles inégalités larges a propos des entiegset z pouvez-vous écrire d'emblée ?

2) Montrez que I'égalité a obtenir équivaut a 193y =4 z.

3) Grace a l'algorithme d'Euclide, déterminez daturels X et Y tels que 19 X - 13 Y = 1.

4) Prouvez que si des entiers x, y et z vérifiont £ 13y = 4 z, il existe un entier k tel que :
Xx=—8z+13kety=-12z+19k.

5) Montrez que dans les égalités du 4), on ne pasiavoir ks 0.

6) Quelle est la plus grande valeur possible pottr&z ? En déduire qu'on a nécessairemegt2k
7) Montrez que dans la division euclidienne de pauk12, y doit étre le reste et z, le quotient.
8) Concluez.



